Transformation de Fourier

Exercice 1. Calculer les transformées de Fourier de f(z) = e~ 17l de f(z) = e~ et de flz) = m (pour la
deuxiéme, on vérifiera que la transformée de Fourier vérifie une équation différentielle).

Exercice 2. (Formule de Poisson)
1. Soit f € L*(R). Montrer que ¢ = >, f(x + 2km) appartient a L3, et que |[¢[|}™ < H;lll.
2. On suppose que f est continue et que Va € R, |f(z)] < M(1+ |z|)~* avec o > 1. Montrer que ¢ est continue. On

o~ ~

supppose aussi que Y . |f(n)| < 400 ou bien que ¥n € N, f(n) > 0. Montrer, en utilisant le théoréme de Féjer, la
formule de Poisson :

S flenn) = - 3 Fin)
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Exercice 3. (Transformée de Fourier dans L?(R))
Soit f € L?(R). Montrer que la suite (ffn f(z)e~™®¢dx), converge vers F(f) dans L*(R). En déduire que la
transformée de Fourier de arctan(3) est & (e”€I71).

Exercice 4. (Transformée de Fourier et produit de convolution dans L*(R))

1. En utilisant la transformée de Fourier, montrer que I’algébre L!(R) ne posséde pas d’unité, c’est a dire qu’il n’existe
pas de fonctions g € L'(R) telle que f x g = f pour tout f € L}(R).

2. Résoudre dans L(R) I’équation f* f = f.

Exercice 5. (Transformée de Fourier et produit de convolution dans L?(R))
1. Calculer la transformée de Fourier de 1(4 ).

2. La fonction %(z) est-elle dans L*(R) ? dans L?(R) ? Calculer sa transformé de Fourier-Plancherel.

3. On rappelle que si f,g € L?, alors F(f) x F(g) = J/‘; On note f,(x) = % Calculer f, * fp. En déduire que
I'équation f * f = f admet une infinité de solutions dans L?2.

Exercice 6. (Densité¢ des translatés dans L' (R))
Soit f € LY(R) telle qu’il existe zy € R™ telle que f(zg) = 0. Monter que Vect(7,f),r € R n’est pas dense dans
LY(R), ot 7, f(t) = f(t + x). D’aprés un théoréme difficile da & Wiener la réciprogie est aussi vraie.

Exercice 7. (Densité des translatés dans L?(R))
1. Soit f € L*(R) telle que F(f) = 0 sur un ensemble de mesure strictement positive. Montrer qu’il existe g # 0
telle que < g, h >= 0 pour tout h € Vect(r,f,z € R). En déduire que si Vect(r,f,z € R) est dense dans L?(R), alors

F(f) #0 p.p.

2. Réciproquement on suppose que F(f) # 0 p.p., et on suppose que g est orthogaonal & Vect(r, f,z € R). Montrer
que la transformée de Fourier de F(f)F(g) est identiquement nulle. Conclure que Vect(7, f,z € R) est dense dans
L?(R).

Exercice 8. (Transformée de Fourier d’une fonction impaire)
On fixe f € L'(R) impaire.

1. Montrer que pour tout € R, on a:
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2. Prouver que la fonction ®(z) = f*oo sin(u)
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du est définie, continue et bornée sur [0; 4o0].

3. Montrer que l'on a:

En déduire:



4. Soit g la fonction définie sur R par
arctanx

g9(x) = @+ 22)

(a) Montrer que g € Cy(R).

(b) On suppose que g est la transformée de Fourier d’une fonction intégrable f. Montrer que f est nécessairement
impaire (presque partout).

(c) En déduire que g n’est pas la tranformée de Fourier d’une fonction intégrable.

Exercice 9. (Une équation intégrale)
Le but de cet exercice est de rechercher des fonctions u intégrables telles que, pour tout x € R,

u(z) = e 17! —I—ﬁ/Re_lx_s‘u(s)dS

ou [ est un réel strictement positif.
1. Ecrire cette équation sous la forme d’une équation faisant intervenir un produit de convolution.

2. En utilisant la transformée de Fourier, prouver qu’il existe une solution si et seulement si 8 €]0; %[ Montrer
qu’alors cette solution est unique. La déterminer.

Exercice 10. (Principe d’incertitude de Heisenberg)
Soit ¢ € S(R), telle que [ ¢* = 1.

1. Montrer que 2 [, t¢/(t)¢(t)dt = —1.

2. En déduire que

(/ w2|$<w>|dw)é ([ #onar) =

Exercice 11. (Théoréme de Paley-Wiener)
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Quand a-t-on l’égalité ?

e Soit f € L2(R) tel que ¢ — f(€)e*él € L*(R) pour un certain a > 0. Montrer que F(z) = [ f(£)e*d¢ est un
prolongement de f holomorphe sur la bande |y| < a avec y = I'm(z) tel que F(. +1iy)y|<, est uniformément borné
dans L2(R).

e Réciproquement on suppose ’existence d’un tel prolongement F'.

1. On note f,(x) = F(x + iy). Montrer en utilisant la question précédente que si & — f(£)e*él € L2(R) alors

Fy(€) = F(€)e™*v.

2. On pose G\ = K, * F ou K, est "approximationde Féjer. Montrer que GG est un foonction holomorphe
sur [Im(z)| < a. Puis en notant g; () = Gx(x + iy), montrer en utilisant les questions précédentes qu’on a

9)() = (e .
3. En déduire qu’on a toujours f,(£) = f(£)e 8.
4. Conclure que f(&)e®él € L2(R).



